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数量化２類 
 
グループ（群）別に項目の選択データが与えられているとき、それらのグループを区別（判

別）するのに最適な項目選択肢の数量化を行うのが数量化２類である。データは、各項目

（アイテム）ｊ、 nj ,,1= 、に対する選択肢（カテゴリ）1～ jN から１つ k、 jNk ,,1= 、

を選ぶ形式のアイテム・カテゴリ型である。岩坪（1987）では、次の表１の例があげられ
ている。１はその選択肢が選ばれたことを、０は選ばれなかったことを表す。 
 
   表１ グループ別に与えられたアイテム（項目）・カテゴリ（選択肢）型データ 

 
群  個体 

項目１ 項目２ 
選択肢１  選択肢２ 選択肢 1 選択肢２ 選択肢３ 

A  １ 
   ２ 
   ３ 

１       ０ 
１       ０ 
１       ０ 

１    ０     ０ 
１    ０     ０ 
０    １     ０ 

B  １ 
   ２ 

１       ０ 
０       １ 

０    １     ０ 
０    １     ０ 

C  １ 
   ２ 
   ３ 

０       １ 
０       １ 
０       １ 

０    １     ０ 
０    ０     １ 
０    ０     １ 

 

表１の形式のデータを表す変数 ),( jkni ν を次のように定義する。 

 
個体 iがグループν に属しており、かつアイテム jのカテゴリ kが

選ばれているとき 

1),( =jkni ν  

それ以外のとき 

0),( =jkni ν  

 
 このとき、アイテム jのカテゴリ kに数値 )( jkx を与えると、グループν の i番目の個体

の得点 )(νiy を次式で与えることができる 
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 ⋅=
j k

ii jknjkxy ),()()( νν           （１） 

 

)(νiy の値のグループ内での変動は小さく、グループ間の変動は大きくなるように )( jkx の

値を定める。すなわち、相関比の２乗 

T

B

V

V
=2η  

 

が最大になるように )( jkx の値を定める。ここで、 BV は )(νiy の群間分散を、 TV は全体の

分散を表す。 

 いま、 ),( jkni ν の項目選択肢間の分散共分散行列を A、群間分散共分散行列をBとおく

とき、 2η を極大にする )( jkx は次式を満たすことが導かれる（岩坪、1987）。 

 

xx AB 2η=               （２） 

 
ここで、 xは )( jkx を要素とするベクトルである。 
行列ܣおよびܤの要素は以下のように与えられる。 ܽሺ݆݇, ݆′݇′ሻ = 1݉ ෍ ෍൛݊௜ሺߥ, ݆݇ሻ − ݊ሺଔ݇ሻതതതതതതതൟ൛݊௜ሺߥ, ݆′݇′ሻ − ݊ሺଔ′݇′ሻതതതതതതതതതൟ௠ഌ

௜ୀଵ
௚

ఔୀଵ  

ܾሺ݆݇, ݆′݇′ሻ = 1݉ ෍ ݉ఔ൛݊ሺߥ, ଔ݇ሻതതതതതതതതതത − ݊ሺଔ݇ሻതതതതതതതൟ൛݊ሺߥ, ଔ′݇′ሻതതതതതതതതതതത − ݊ሺଔ′݇′ሻതതതതതതതതതൟ௚
ఔୀଵ  

ここで、݃はグループ数、݉ఔはグループν内の個体数を表し ݉ = ෍ ݉ఔ௚
ఔୀଵ  

݊ሺߥ, ଔ݇ሻതതതതതതതതതത = 1݉ఔ ෍ ݊௜ሺߥ, ݆݇ሻ௠ഌ
௜ୀଵ  

݊ሺଔ݇ሻതതതതതതത = 1݉ ෍ ݉ఔ௚
ఔୀଵ ݊ሺߥ, ଔ݇ሻതതതതതതതതതത = 1݉ ෍ ෍ ݊௜ሺߥ, ݆݇ሻ௠ഌ

௜ୀଵ
௚

ఔୀଵ  

である。 

 2η は（２）式の固有値となっているので、相関比の２乗を最大にするためには（２）式
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の最大固有値に対応する固有ベクトルを )( jkx の値とする。複数個の解を求めるときは、（２）

式の固有値のうち大きさの順に必要な個数をとり、対応する固有ベクトルを用いる。項目

選択肢（アイテム・カテゴリ）の値 )( jkx が決まると、（１）式より個体の得点 )(νiy も定

まる。 
 
解法 

（２）式を満たす xを岩坪（1987）の式を用いて以下のように求める。 
Aの固有値分解を次式で表す。 

[ ] 







′
′








Λ
=

0
0 T

T

00

0
TTA A  

このとき、（２）式は次のように変形できる（岩坪、（3.31）式）。 
zBTzT AΛ=′ λ 、 λ =  ଶ           （３）ߟ

ここで、 

xUTz ⋅′⋅′= ),,1(),,1( 11 nn nkknkk   

である（岩坪、1987、(3.30)式）。 ),,1( 1 nnkk T は、Tの jjk 行（項目 jのカテゴリ jk に

対応する行）を除いて縦に詰めた行列である。 ),,1( 1 nnkk U は、
=

n

j
jN

1
次単位行列から jjk

列を取り除いて横に詰めた行列において jjk 行の項目 jに対応する要素を 1− とおいたもの

である。項目 jにおける jk は適当に選ぶ。 

 （３）式を次のように変形する。 

zzBTT AAAA
2/12/12/12/1 Λ=ΛΛ′Λ −− λ  

 いま 

zu A
2/1Λ=                 （４） 

とおけば 

uuBTT AA λ=Λ′Λ −− 2/12/1             （５） 

と書けるので、λとuは 2/12/1 −− Λ′Λ AA BTT の固有値と固有ベクトルとして求めることができ
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る。uが求まると、岩坪の（3.35）式 
Tzw =                 （６） 

および（3.39）式 

)()()( jjkwjkwjkx −=  

を用いて、 xを求めることができる。すなわち、式（４）と式、（５）からwが 

uTw A
2/1−Λ=  

と求まる。 
 xは、項目内のカテゴリに同じ値を加えても（２）式の解であるという性質がある（付録

参照）。この性質によって、 )( jkx の項目内の平均が０になるように基準化する。すなわち、 


=

∗ −=
jN

k

jkwjknjkwjkx
1

)()()()(          （７） 

として基準化した最適解 ( ))( jkx∗∗ =x を求める。 

 手順をまとめると、 
（５）式により、ܝ を求める。 
（４）式より、ܢ = Λ஺ିଵ ଶ⁄  。を求める ܝ
（６）式より、ܟ を求める。 
（７）式より、ݔ∗ሺ݆݇ሻ を求める。 

となる。 
（７）式で与えられる解が平均値が０になるように基準化されていることは以下のように

確かめられる。 

 




















′′−=
′

∗

k kkk

kjwkjnjknjkwjknjkxjkn )()()()()()()(  

  














 ′′−=

′k kk

kjwkjnjknjkwjkn )()()()()(  








 ′′−=

′ kkk

jknkjwkjnjkwjkn )()()()()(  

 














 ′′−=

′ k i
i

kk

jkn
m

kjwkjnjkwjkn
ν

ν ),(1)()()()(  
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






















 ′′−=  

′ ν
ν

i k
i

kk

jkn
m

kjwkjnjkwjkn ),(1)()()()(  
















 ′′−= 

′ ν ikk m
kjwkjnjkwjkn 11)()()()(  

1)()()()( ×






 ′′−= 

′kk

kjwkjnjkwjkn  

0=  
 
 
 

付 録 
 


=

n

j
jN

1
次列ベクトルにおいて項目 jに対応する要素を c、それ以外の要素を0とおいたもの

を次式のようにdとおく。 














=′ 0000 




のカテゴリ項目j

ccd  

このときAdの )( 11kj 行目の要素は以下のようになる。 

{ }{ }  







−−=

= == k

g m

i
ii

N

k

jknjknkjnkjn
m

c
ckja

j

1 1
1111

1
11 )(),()(),()(

ν

ν

νν  

{ }  














 −−=

ν
νν

i kk
ii jknjknkjnkjn

m

c )(),()(),( 1111   （A1） 

ここで、 

1),( =
k

i jkn ν  

および 

 






 ′=

′ ′
′

k i
i

k

jkn
m

jkn
ν

ν ),(1)(  
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
′ ′

′ ′=
ν

ν
i k

i jkn
m

),(1  


′ ′

=
ν im

11  

1=  
であることに注意すると、（A1）式は 

{ }{ }[ ] 011)(),( 1111 =−−
ν

ν
i

i kjnkjn
m

c  

となる。すなわち、次式が成り立つ。 

0)(
1

11 =
=

jN

k

ckja  

 上式はAdの任意の )( 11kj 行について成り立つ。したがって、 
0Ad =                              （A2） 

である。 
 同様に、Bdの )( 11kj 行目の要素は次のように計算できる。 

{ }{ }  






 −−=
kk

jknjknkjnkjnm
m

c
cjkkjb

ν
ν νν )(),()(),(),( 111111  

{ } { }  














 −−=
ν

ν νν
k

jknjknkjnkjnm
m

c )(),()(),( 1111   （A3） 

ここで、次式が成り立っている。 

{ }   


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

 ′−
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
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′
′
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i
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i
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m
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ννν ),(1),(1)(),(  


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′

′ ′−=
ν
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i k

i
i k

i
v

jkn
m

jkn
m

),(1),(1  


′ ′′

−=
ν iiv mm

1111  

11−=  
0=  

 故に（A3）式は次のようになる。 

{ }[ ] 00)(),( 1111 =×−
ν

ν ν kjnkjnm
m

c  

 すなわち、 
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0),( 11 =
k

cjkkjb  

が成り立つ。 
 上式はBdの任意の )( 11kj 行について成り立つ。したがって、 

0Bd =                             （A4） 
が成り立つ。 
 （A2）式と（A4）式より、 xが 

AxBx λ=                           （A5） 
を満たすとき、 

)()( dxAAdAxAxBxBdBxdxB +=+===+=+ λλλλ  
が成り立つ。すなわち、 dx + も（A5）式を満たす。 
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