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判別分析 
Fisher’s Linear Discriminant Function 

 
１．モデル 

各個体から p 変量のデータが得られているとする。これらの個体が g 個のグループに分け

られているとき、第 k グループの i 番目の個体のデータを 

kip
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ki

X
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X  

と表す。 kijX は第 k グループの i 番目の個体の j 番目の変量の値を表す。 

データ全体の平均を 
g

k

N

i
ki

k

N 1 1

1 Xm  

とおく。ここで、
g

k
kNN

1
であり、 kN は第 k グループのデータ（個体）の総数を表す。 

 第 k グループの平均を以下のようにおく。 

i
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データを中心化した（平均を０とした）ものを 
mXx kiki  

とおく。このとき、 kix のデータ全体にわたる平均は 

0mmxx
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kiN ,

1  

であり、グループ k における平均は 

mmxx k
i
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k N
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となる。 
 判別関数を kix の変量の線形結合 

kikiy xv  
として構成し、 kiy のグループ間の変動とグループ内の変動との比が最大になるように vを

決める。グループ間の変動は以下のように算出される。 
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ここで、 
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である。 
 グループ内変動は以下のように算出される。 
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ここで、 
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である。 
 級間変動と級内変動の比を 
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とおく。 0Q の最大化を 
1Wvv  

の条件の下で行う。このために次の目的関数をおく。 
1WvvAvvQ  

 Qの偏導関数は次式で与えられる。 

WvAv
v

22Q  

 上式の値を０とおいて次式を得る。 
WvAv                            （１） 

 （１）式を満たす vを求める。まず、Wの固有値分解を考える。 
UULW  

2/12/1 ULUL                     （２） 

 （２）式を（１）式に代入すると以下のようになる。 

vULULAv 2/12/1  

vULvULULAUL 2/12/112/112/1            （３） 

 ここで、 

12/112/112/112/1 ULAULULAUL  

が成り立っている。すなわち、 と vUL 2/1
は実対称行列

12/112/1 ULAUL の固有値

と固有ベクトルになっている。 
 （３）式を満たす と vは（１）式より次式を満たす。 

WvvAvv  
 したがって、 

Wvv
Avv
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Q0  

が成り立つ。すなわち、固有値 は群間変動量と群内変動量の比の値になっている。 
 0 でない固有値の数をn とおき、n 個の固有値は 

n21  
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と並べられているとする。 

 j 番目の固有値に対する固有ベクトル jv によって構成される判別関数の分散 j は以下

のように計算される。 
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とおけば、 
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となる。ここで、 
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はデータの全変動量を表す。 
 したがって、j 番目の判別関数を平均が０、分散を１になるように標準化したもの（因子、

factor）は以下のように与えられる。 
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ここで、 
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とおいた。 
 kiX あるいは kix を標準化した値は次式で与えられる。 

mXDxDz kidiagkidiagki
2/12/1  

ここで、 
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である。 

 以上より、 kiz と
)( j

kif との相関係数ベクトル
)( js は以下のように算出される。 
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ここで、 

ik
kikiN ,

1 zzR 、 

jdiagj bDc 2/1  

である。 
 したがって、因子構造行列は次式で与えられる。 

)()1( nssS  

nccR 1  
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ここで、 

nccC 1  
とおいた。 
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 k 番目までの判別関数を採用したとき、残りの kn 個の判別関数による判別が有意であ

ることの
2
検定は次式により行うことができる。 

log1
2

2 gpN 、 )1)(( kgkpdf   （４） 

ここで、 
n

kj j11
1  

であり、p は kiX における変数（変量）の数、g はグループの数、N はデータの総数
k

kN

である。 
 0k のときの（４）式は、グループ間の差を１元配置の多変量分散分析で検定するもの

となっている。 
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