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１．はじめに 

 テスト得点 Xを真値 Tと残差 Eの和 X = T + E 

で表したとき（Crocker & Algina, 1986, p. 107）、信頼性係数	ρ	は ρ = ଶ்ߪ ⁄௑ଶߪ  

で与えられる（ibid. p. 116）。ρ の推定値としてクロンバックのα係数があり、 α = ൭1 −෍ݏ௜ଶ௜ ௑ଶൗݏ ൱ܯ ܯ) − 1)⁄  

で算出される。ここで、テスト Xは N個の下位テスト ଵܺ、・・・、ܺ ே に分けられX = ∑ ௜ܺであり、ݏ௜ଶとݏ௑ଶは ௜ܺと Xの分散である。α係数はρの下限を与える推定値（ibid. p. 121）であるが、ρ と

αの差がどれくらいであるのかはテストの信頼性を評価する上で重要である。ρ の推定を、項目

iの被験者 jにおける得点 ௜ܺ௝の確率モデルに基づいてベイズ的に直接行い、その可能性を探る。ま
ず、得点が連続量の場合を扱い、次に得点が０－１の２値の場合について検討する。 

２．モデルー１：連続量の場合 

 得点 ௜ܺ௝を 

௜ܺ௝ = ௝ܶ + ;	௜௝ܧ 					݅ = 1,⋯ ,ܰ, ݆ = 1,⋯ ,M          （１） 

とおく。 ௝ܶは被験者 jの真値であり、ܧ௜௝は残差である。 

௝ܶ ,்ߤ)ܰ	~	 ,ܰ(0	~	௜௝ܧ					,(ଶ்ߪ  ாଶ)            （２）ߪ

とおくとき、ρ は ρ = ଶ்ߪ ଶ்ߪ) + ாଶߪ ܰ⁄ )⁄  

で与えられる。 ௜ܺ௝の確率を P൫ ௜ܺ௝ห ௝ܶ , ,்ߤ ்ߪ , ாߪ ൯ = ܲ൫ ௜ܺ௝ − ௝ܶห ௝ܶ , ,்ߤ ்ߪ , ாߪ ൯ = ܲ൫ ௜ܺ௝ − ௝ܶห	ߪா ൯	~	ܰ൫0, ாߪ ൯ 
とおき、事前分布を ଴ܲ൫ ௝ܶ, ,்ߤ ்ߪ , ாߪ ൯ = ܲ൫ ௝ܶห்ߤ, ்ߪ ൯ܲ(்ߤ)ܲ൫்ߪ ൯ܲ൫ߪா ൯ ்ߤ	~	 (ܷି஻ெ,ା஻ெ),				்ߪ 	~	 (ܷ଴,ା஻்),					ߪா 	~	 (ܷ଴,ା஻ா) 
とおく。このとき、事後分布は P൫ ௝ܶ, ,்ߤ ்ߪ , ாߪ | ଵܺଵ,⋯ , ܺேெ൯ 	∝ P൫ ଵܺଵ,⋯ , ܺேெห ௝ܶ, ,்ߤ ்ߪ , ாߪ ൯ ଴ܲ൫ ௝ܶ, ,்ߤ ்ߪ , ாߪ ൯ 

= ଴ܲ൫ ௝ܶ, ,்ߤ ்ߪ , ாߪ ൯ෑ൝ܲ൫ ௝ܶห்ߤ, ்ߪ ൯ෑܲ൫ ௜ܺ௝ − ௝ܶหߪா ൯ே
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で与えられる。事後分布の推定を次のMCMCにより行う。 

３．アルゴリズムー１ 

 以下のMetropolis－within Gibbs アルゴリズムでMCMCを行う。 

A. MCMCの準備 ߪ(்଴)、ߤ(்଴)、ߪா(଴)、 ௝ܶ(଴)に初期値を設定し、	ߩ(଴) = ቀߪ(்଴)ቁଶ ൜ቀߪ(்଴)ቁଶ + ቀߪா(଴)ቁଶ ܰൗ ൠ൘ とお

く。Proposal distributionのパラメタߪఙ்、ߪఓ்、ߪఙா、்ߪ௝の値を設定して、		s	 ← 0 と
おく。 

B. 							y	~	N ቀߪ(்௦), ఙଶ்ߪ ቁ,				ߪ(்௦ାଵ) = ቊ		ݕ														ݐ݅ݓℎ	ݕݐ݈ܾܾ݅݅ܽ݋ݎ݌	ߙఙ்௦ߪ(்௦)										ݐ݋ℎ݁݁ݏ݅ݓݎ																						  
C. 							y	~	N ቀߤ(்௦), ఓଶ்ߪ ቁ,						ߤ(்௦ାଵ) = ቊ	ݕ																	ݐ݅ݓℎ	ݕݐ݈ܾܾ݅݅ܽ݋ݎ݌	ߙఓ்௦ߤ(்௦)															ݐ݋ℎ݁݁ݏ݅ݓݎ																				  
D.  							y	~	N ቀߪா(௦), ఙாଶߪ ቁ,						ߪா(௦ାଵ) = ቊ		ݕ														ݐ݅ݓℎ	ݕݐ݈ܾܾ݅݅ܽ݋ݎ݌	ߙఙா௦ߪா(௦)										ݐ݋ℎ݁݁ݏ݅ݓݎ																						  
E.   For ( j = 1 to M ) 																													y	~	N ቀ ௝ܶ(௦), ௝ଶ்ߪ ቁ	,					 ௝ܶ(௦ାଵ) = ቊ	ݕ																ݐ݅ݓℎ	ݕݐ݈ܾܾ݅݅ܽ݋ݎ݌		்ߙ௝௦௝ܶ(௦)													ݐ݋ℎ݁݁ݏ݅ݓݎ																					  
F.     ߩ(௦ାଵ) 		← 		 ቀߪ(்௦ାଵ)ቁଶ ൜ቀߪ(்௦ାଵ)ቁଶ + ቀߪா(௦ାଵ)ቁଶ ܰൗ ൠ൘  

G.  もし  s + 1 < NSimu ならば、			s	 ← s + 1		と設定して、ステップ Bに戻る。 

４．分析例―１ 

 アルゴリズムー１によるρの推定の可能性を、真の信頼性係数の値がわかっている人工データに
よって確認する。式（１）において、N = 20、M = 2000とおき、式（２）において்ߤ = ்ߪ、50 = ாߪ、10 = 20とおいたモデルでデータを生成した。このとき ρ = 10ଶ (10ଶ + 20ଶ 20⁄ )⁄ ≈ 0.833 

である。生成したデータに対するα係数は α ≈ 0.833 

であり、α係数により信頼性係数ρの値の推定が行えることが確認できた。アルゴリズムー１をNSimu = 10000で実行した。先頭の 1000試行を burn-inとして捨て、ߩ(௦)の平均値ߩොと 95%HPD

区間を算出し、 ߩො ≈ 区間ܦܲܪ95%												,0.833 = (0.8234, 0.8435) 
を得た。これは、アルゴリズムー１によるベイズ的分析によってρの点推定値および 95%HPD区

間を得ることができることを示す結果である。 

 ここでのデータ ௜ܺ௝は連続量のものであるが、次にデータが 2値の場合について検討する。 

５．モデルー２：２値データの場合 

 得点 ௜ܻ௝が０－１の２値の場合のモデルを、式（１）に対応して式（３）で与える。 



௜ܻ௝ = ൜	1										݂݅		 ௝ܶ + ௜௝ܧ > 							݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋										0ܿ 							        										（３） 

ここで、c は ௜ܻ௝が値１をとるための基準値である。このとき、 P൫ ௜ܻ௝ = 1	ห	ܿ, ௝ܶ , ா൯ߪ = P൫ ௝ܶ + ௜௝ܧ > ܿ	|	ܿ, ௝ܶ , ா൯ߪ = P൫ܧ௜௝ > ܿ − ௝ܶ|	ܿ, ௝ܶ, =											 ൯	ாߪ Φ൫− ൫ܿ − ௝ܶ൯ ⁄ாߪ ൯																									（４） P൫ ௜ܻ௝ = 0	ห	ܿ, ௝ܶ , ா൯ߪ = Φ൫൫ܿ − ௝ܶ൯ ⁄ாߪ ൯																																																																																		（５） 

となる。ここで、Φ(ݖ)は累積標準正規分布関数である。式（４）と式（５）をまとめると P൫ ௜ܻ௝	ห	ܿ, ௝ܶ , ா൯ߪ = Φ൫− ൫ܿ − ௝ܶ൯ ⁄ாߪ ൯௒೔ೕΦ൫൫ܿ − ௝ܶ൯ ⁄ாߪ ൯ଵି௒೔ೕ 
となる。式（４）および式（５）には原点と単位の任意性があるので、்ߤ = ்ߪ ,0 = 1 として、 ௝ܶ 	~	ܰ(0, ,ܰ(0	~	௜௝ܧ											,(1  (ாଶߪ
とおく。事前分布を ଴ܲ൫ܿ, ௝ܶ, ா൯ߪ = ܲ(ܿ)ܲ൫ ௝ܶ൯ܲ(ߪா); 															c	~	 (ܷି஻௖,ା஻௖),						 ௝ܶ 	~	ܰ(0, 	~	ாߪ						,(1 (ܷ଴,ା஻ா) 
とおくと、事後分布は P൫ܿ, ௝ܶ, 	|	ாߪ ଵܻଵ,⋯ , ேܻெ൯ 	∝ ܲ൫	 ଵܻଵ,⋯ , ேܻெ	ห	ܿ, ௝ܶ , ா൯ߪ ଴ܲ൫ܿ, ௝ܶ,  																																																																	ா൯ߪ

		= ଴ܲ൫ܿ, ௝ܶ , ா൯ෑෑܲ൫ߪ ௜ܻ௝	ห	ܿ, ௝ܶ , ൯ே	ாߪ
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= ଴ܲ൫ܿ, ௝ܶ, ா൯ෑෑΦ൫−൫ܿߪ − ௝ܶ൯ ⁄ாߪ ൯௒೔ೕΦ൫൫ܿ − ௝ܶ൯ ⁄ாߪ ൯ଵି௒೔ೕே
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で与えられる。また、信頼性係数 ρ	は ρ = ଶ்ߪ ଶ்ߪ) + ாଶߪ ܰ⁄ )⁄ = 1 (1 + ாଶߪ ܰ⁄ )⁄  

で与えられる。 

 事後分布の推定を次のMCMCにより行う。 

６．アルゴリズムー２ 

 ２値データ用にアルゴリズムー１を変更した以下のアルゴリズムでMCMCを行う。 

A. MCMCの準備 

 ܿ(଴)、 ௝ܶ(଴)、ߪா(଴)に初期値を設定し、ߩ(଴) = 1 ൜1 + ቀߪா(଴)ቁଶ ܰൗ ൠൗ  とおく。Proposal 

distributionのパラメタߪ௖、்ߪ௝、ߪఙாの値を設定して、		s	 ⟵ 0 とおく。 

B.    y	~	N ቀߪா(௦), ఙாଶߪ ቁ,								ߪா(௦ାଵ) = ቊ	ݕ									ݐ݅ݓℎ	ݕݐ݈ܾܾ݅݅ܽ݋ݎ݌		ߙఙா௦ߪா(௦)						ݐ݋ℎ݁݁ݏ݅ݓݎ																						  
C.    y	~	N൫ܿ(௦), ܿ(௦ାଵ)										௖ଶ൯,ߪ = ൜	ݕ													ݐ݅ݓℎ	ݕݐ݈ܾܾ݅݅ܽ݋ݎ݌	ߙ௖௦				ܿ(௦)								ݐ݋ℎ݁݁ݏ݅ݓݎ																								 
D. For ( j = 1 to M ) 												y	~	N ቀ ௝ܶ(௦), ௝ଶ்ߪ ቁ,							 ௝ܶ(௦ାଵ) = ቊ	ݕ												ݐ݅ݓℎ	ݕݐ݈ܾܾ݅݅ܽ݋ݎ݌	்ߙ௝௦௝ܶ(௦)							ݐ݋ℎ݁݁ݏ݅ݓݎ																						  



E.    ߩ(௦ାଵ) = 1 ൬1 + ቀߪா(௦ାଵ)ቁଶ ܰൗ ൰ൗ  

F. もし s + 1 < NSimu ならば、s	 ← s + 1 と設定して、ステップ Bに戻る。 

７．分析例―２ 

 ２値データ ௜ܻ௝に対するアルゴリズムー２による信頼性係数の推定の可能性を、真の信頼性係数
の値がわかっている人工データによって確認する。まず、分析例―１におけるデータ ௜ܺ௝を 

௜ܻ௝ = ൜	1						݂݅	 ௜ܺ௝ >  ݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋							0	50

と２値化した。この ௜ܻ௝に対してα係数を算出すると α ≈ 0.752 

となった。アルゴリズムー２によって信頼性係数（事後分布の平均値）と 95%PHD 区間を求め

ると、 ߩො = 区間ܦܲܪ95%																								,0.836 = (	0.8251, 0.8488	) 
を得た。真値ρ ≈ 0.833に対してよい推定であるといえる。 

 上の分析で用いたデータセットとは別に、同じパラメタでデータ ௜ܺ௝を作成した。このデータセ
ットに対するα係数は α ≈ 0.831 

であった。２値化を上の場合とは異なる基準値による次式で行った。 

௜ܻ௝ = ൜	1						݂݅	 ௜ܺ௝ >  						݁ݏ݅ݓݎℎ݁ݐ݋							0	33.56
このとき、α係数は α ≈ 0.6952 

となった。基準値を 50とした場合の２値データよりα係数はより小さい値となっている。アルゴ

リズムー２によって信頼性係数（事後分布の平均値）と 95%PHD区間を求めると、 ߩො = 区間ܦܲܪ95%																								,0.821 = (	0.8070, 0.8350	) 
を得た。真値ρ =≈ 0.833に対してよい推定であるといえる。 

８．まとめ 

 分析例―１および分析例―２の成功は、データ生成に適合する確率モデルによりベイズ的方法

で信頼性係数の推定を行うことの可能性を示唆するものである。ベイズ的方法は事後分布から

95%HPD区間などを算出することができるので、点推定値のみを算出するα係数より豊かな情報

を提供する推定法であり、今後さらにこの方法を開発していくことの必要性が確認されたといえ

る。 
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