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１ はじめに 

心理学においては、尺度項目の回答（反応）形式は７選択肢などカテゴリ型であることが普通

である。また、その分析は、項目反応理論ではなく、因子分析と信頼性係数の算出によって行わ

れることが多い。複数の項目からなるテストにおいては、その構造を例えばまず因子分析によっ

て調べることは必要な手続きであり、１因子構造を仮定した項目反応理論をいきなり適用するこ

とはできない。因子分析によりテスト項目群を下位尺度群にグループ分けして、その後の分析は

項目反応理論ではなく、α係数による信頼性の検討という形で行われるのが普通である。心理学

研究における多くのデータは項目反応理論を適用するには小さ過ぎるということ、および広く使

われている統計パッケージによってα係数は容易に算出されるという事情によるものと思われる。

小規模データの場合、データのサイズに応じた分析結果は、ベイズ的分析方法では事後分布に反

映され、データに含まれる情報量に応じた推定を行うことができるが、ベイズ的方法による信頼

性係数ωを求める試みは岡本（2011、2012）で報告してきた。α係数を用いることの問題点は、

データの真の構造（母集団モデル）がα係数の前提条件を満たすとき、推定値としてのα係数は

真の信頼性係数の値より大きい値を容易にとりえること、項目の回答形式が「はい／いいえ」の

ように２値である場合、α係数は真値の他の推定値（ω係数のベイズ的推定値；岡本、2011、2012）

と比べて過度に小さくなることがあげられる。従って、α係数ではなくω係数が用いられるべき

であるが、２値項目の場合、モデルの同定性による制約が強い（parallel items）。より一般的条

件のもとで信頼性係数の推定を行うためには、項目の回答選択肢数を３以上にする必要がある。

以下に、選択肢数が３以上の場合のモデルと、それによるベイズ的分析法としての MCMC のア

ルゴリズムを提案する。 

 

２ モデル 

 McDonald (1999)に従い、１因子モデル ௜ܺ௝ = ௝ߤ + ௜ܨ௝ߣ +  (1)																																																																									௜௝ܧ
を設定する。ߤ௝、ߣ௝は項目݆に対する定数、ܨ௜は回答者݅の因子得点であり、ܨ௜	~	ܰ(0, 1)	であるとす
る。ܧ௜௝は、いわゆる誤差項であり、ܨ௜と独立な確率変数で、ܧ௜௝	~	ܰ൫0, とする。このとき、テ	௝ଶ൯ߪ
スト得点 ௜ܺ௝の和	 ௜ܺ = ∑ ௜ܺ௝௡௝ୀଵ = ∑ ௝௡௝ୀଵߤ + ௜ܨ ∑ ௝௡௝ୀଵߣ + ∑ ௜௝௡௝ୀଵܧ 	の信頼性係数ρは次式（McDonald 

(1999)のω）で与えられる。 

ρ = ∑൫ݎܸܽ ௝௡௝ୀଵߤ + ௜ܨ ∑ ௝௡௝ୀଵߣ ൯ܸܽݎ൫∑ ௝௡௝ୀଵߤ + ௜ܨ ∑ ௝௡௝ୀଵߣ ൯ + ∑൫ݎܸܽ ௜௝௡௝ୀଵܧ ൯ = ൫∑ ௝௡௝ୀଵߣ ൯ଶ൫∑ ௝௡௝ୀଵߣ ൯ଶ + ∑ ௝ଶ௡௝ୀଵߪ 																					(2) 
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 カテゴリ境界ܥ௞を−∞ = ଴ܥ < ଵܥ < ⋯ < ௄ିଵܥ < ௄ܥ = +∞	と設定し、 ௜ܺ௝の値とܥ௞との関係より、
回答選択肢 ௜ܻ௝が次式 ܥ௞ିଵ < ௜ܺ௝ ≤ ௞ のとき、 ௜ܻ௝ܥ = ݇ 

により決まるものとする。このとき、ߤ௝、ߣ௝、ܨ௜、ߪ௝、ܥ௞の値に対して ௜ܺ௝	~	ܰ൫ߤ௝ + ,௜ܨ௝ߣ  ௝ଶ൯ߪ
であり、 

 ܲ൫ ௜ܻ௝ = ݇	หߤ௝、ߣ௝、ܨ௜、ߪ௝、ܥଵ⋯ܥ௄ିଵ൯ = ܲ൫ܥ௞ିଵ < ௜ܺ௝ ≤ = ௄ିଵ൯ܥ⋯ଵܥ、௝ߪ、௜ܨ、௝ߣ、௝ߤห	௞ܥ Φቆܥ௞ − ൫ߤ௝ + ௝ߪ௜൯ܨ௝ߣ ቇ − Φቆܥ௞ିଵ − ൫ߤ௝ + ௝ߪ௜൯ܨ௝ߣ ቇ 							 (3) 
となる。ここで、Φ(ݖ)は累積標準正規分布関数で、Φ(−∞) = 0、 Φ(+∞) = 1	とおく。 

 以上の仮定の下で、データ ௜ܻ௝に対する尤度関数は次式で与えられる。 ܨ)ܮଵ ଵߣ௡ߤ⋯ଵߤ௠ܨ⋯ ଵܥ௡ߣ⋯ ଵߪ௄ିଵܥ⋯ |௡ߪ⋯ ଵܻଵ ⋯ ௠ܻ௡) 	∝ 	ෑෑܲ൫ ௜ܻ௝หߤ௝、ߣ௝、ܨ௜、ߪ௝、ܥଵ⋯ܥ௄ିଵ൯௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ  

したがって、事後確率は ܲ(ܨଵ ଵߣ௡ߤ⋯ଵߤ௠ܨ⋯ ଵܥ௡ߣ⋯ ଵߪ௄ିଵܥ⋯ |௡ߪ⋯ ଵܻଵ ⋯ ௠ܻ௡) ∝ ଵܨ)଴݌	 ଵߤ௠ܨ⋯ ଵߣ௡ߤ⋯ ଵܥ௡ߣ⋯ ଵߪ௄ିଵܥ⋯ ௡)ෑෑܲ൫ߪ⋯ ௜ܻ௝หߤ௝、ߣ௝、ܨ௜、ߪ௝、ܥଵ⋯ܥ௄ିଵ൯௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ  

で与えられる。݌଴(ܨଵ ଵߤ௠ܨ⋯ ଵߣ௡ߤ⋯ ଵܥ௡ߣ⋯ ଵߪ௄ିଵܥ⋯ ௡)は事前確率分布で、以下のように与えߪ⋯
る。 ߤ௝	~	ܷ(−ܮ,+ܹ)、 ߣ௝	~	ܷ(−ܮ, ,ܰ(0	~	௜ܨ 、(ܹ+ ,ܷ(0	~	௝ߪ 、(1 ଵܥ)஼݌ 、(ܹ+ (௄ିଵܥ⋯ = ቊܿݐ݊ܽݐݏ݊݋													 − ܮ < ଵܥ < ⋯ < ௄ିଵܥ < +ܹ	のとき0        それ以外のとき      

ここでLおよびWは十分に大きい値であり、ܷ(ܣ, ,ܣ)は区間(ܤ ,上の一様分布を表し、ܰ(0(ܤ 1)は標
準正規分布を表す。それぞれの確率密度関数をݔ)ݑ; ,ܣ ଵܨ)଴݌ 、で表して(ݖ)߶および(ܤ ଵߤ௠ܨ⋯ ଵߣ௡ߤ⋯ ଵܥ௡ߣ⋯ ଵߪ௄ିଵܥ⋯ = (௡ߪ⋯ ଵܥ)஼݌ (௄ିଵܥ⋯ ∙෍߶(ܨ௜)௠

௜ୀଵ ∙ෑݑ൫ߤ௝;	−ܮ,+ܷ൯ݑ൫ߣ௝; 	0, +ܷ൯ݑ൫ߪ௝; 	0, +ܷ൯௡
௝ୀଵ  

とおく。 

 

３ アルゴリズム 

 上のモデルに対して次の MCMC アルゴリズムにより事後分布を推定する。ただし、式（３）

で確率が与えられるため、原点と単位に任意性がある。原点と単位を次式	ܥଵ = ௄ିଵܥ 、0 = 1	に
より設定する。この原点と単位の下で Metropolis-within-Gibbs アルゴリズムを以下のように実

行する。 

 

ステップ０ 第 t回目のサンプリングにおけるܨ௜、ߤ௝、ߣ௝、ܥ௞、ߪ௝、ρの値をܨ௜(௧)、ߤ௝(௧)、ߣ௝(௧)、ܥ௞(௧)、ߪ௝(௧)、ߩ(௧)で表す。初期値をܨ௜(଴)、ߤ௝(଴)、ߣ௝(଴)、ܥ௞(଴)に設定し、t	 ← 0	とおく。 
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ステップ１ ݅ = 1	~	݉	に対して 1a ~ 1b を繰り返す。 

1a サンプルの候補値	ݕ	~	ܰ ቀܨ௜(௧), ி௜ଶߪ ቁ	を生成し、採択確率	a	を設定する。 

a = minቐ1, ܲ ቀ⋯ܨ௜ିଵ(௧ାଵ), ,ݕ ௜ାଵ(௧)ܨ ௡(௧)ቁܲߪ⋯ ቀ⋯ܨ௜ିଵ(௧ାଵ), ,௜(௧)ܨ ௜ାଵ(௧)ܨ ௡(௧)ቁߪ⋯ ∙ ߶ ቀܨ௜(௧); ,ݕ ி௜ଶߪ ቁ߶ ቀݕ; ,௜(௧)ܨ ி௜ଶߪ ቁቑ 

ここで、ϕ(ݔ; ,ߤ	  。ଶの正規分布密度関数を表すߪ分散、ߤଶ)は平均ߪ

1b ܨ௜(௧ାଵ)の値を設定する。 ܨ௜(௧ାଵ) = ൝ݕ						 				確率	ܽ	で   ܨ௜(௧)			 		上記以外の場合 

ステップ２ ݆ = 1	~	݊	に対して 2a ~ 2b を繰り返す。 

2a サンプルの候補値	ݕ	~	ܰ ቀߤ௝(௧), ఓ௝ଶߪ ቁ	を生成し、採択確率	a	を設定する。 

a = minቐ1, ܲ ቀ⋯ߤ௝ିଵ(௧ାଵ), ,ݕ ௝ାଵ(௧)ߤ ௡(௧)ቁܲߪ⋯ ቀ⋯ߤ௝ିଵ(௧ାଵ), ,௝(௧)ߤ ௝ାଵ(௧)ߤ ௡(௧)ቁߪ⋯ ∙ ߶ ቀߤ௝(௧); ,ݕ ఓ௝ଶߪ ቁ߶ ቀݕ; ,௝(௧)ߤ ఓ௝ଶߪ ቁቑ 

2b ߤ௝(௧ାଵ)の値を設定する。 ߤ௝(௧ାଵ) = ൝ݕ						 				確率	ܽ	で   ߤ௝(௧)			 		上記以外の場合 

ステップ３ ݆ = 1	~	݊	に対して 3a ~ 3b を繰り返す。 

3a サンプルの候補値	ݕ	~	ܰ ቀߣ௝(௧), ఒ௝ଶߪ ቁ	を生成し、採択確率	a	を設定する。 

a = minቐ1, ܲ ቀ⋯ߣ௝ିଵ(௧ାଵ), ,ݕ ௝ାଵ(௧)ߣ ௡(௧)ቁܲߪ⋯ ቀ⋯ߣ௝ିଵ(௧ାଵ), ,௝(௧)ߣ ௝ାଵ(௧)ߣ ௡(௧)ቁߪ⋯ ∙ ߶ ቀߣ௝(௧); ,ݕ ఒ௝ଶߪ ቁ߶ ቀݕ; ,௝(௧)ߣ ఒ௝ଶߪ ቁቑ 

3b ߣ௝(௧ାଵ)の値を設定する。 ߣ௝(௧ାଵ) = ൝ݕ						 				確率	ܽ	で   ߣ௝(௧)			 		上記以外の場合  

ステップ４ ܥଵ(௧ାଵ) = ௄ିଵ(௧ାଵ)ܥ、0 = 1とおく。K > 3	のとき、݇=2 ~ K-2 に対して 4a ~ 4b を繰り

返す。 

4a サンプルの候補値	ݕ	~	ܰ ቀܥ௞(௧), ஼௞ଶߪ ቁ	を生成し、採択確率	a	を設定する。 

a = minቐ1, ܲ ቀ⋯ܥ௞ିଵ(௧ାଵ), ,ݕ ௞ାଵ(௧)ߣ ௡(௧)ቁܲߪ⋯ ቀ⋯ܥ௞ିଵ(௧ାଵ), ,௞(௧)ܥ ௞ାଵ(௧)ܥ ௡(௧)ቁߪ⋯ ∙ ߶ ቀܥ௞(௧); ,ݕ ஼௞ଶߪ ቁ߶ ቀݕ; ,௞(௧)ܥ ஼௞ଶߪ ቁቑ 

4b ܥ௞(௧ାଵ)の値を設定する。 
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௞(௧ାଵ)ܥ = ൝ݕ						 				確率	ܽ	で   ܥ௞(௧)			 		上記以外の場合 

ステップ５ ݆ = 1	~	݊	に対して 5a ~ 5b を繰り返す。 

5a サンプルの候補値	ݕ	~	ܰ ቀߪ௝(௧), ఙ௝ଶߪ ቁ	を生成し、採択確率	a	を設定する。 

a = minቐ1, ܲ ቀ⋯ߪ௝ିଵ(௧ାଵ), ,ݕ ௝ାଵ(௧)ߪ ௡(௧)ቁܲߪ⋯ ቀ⋯ߪ௝ିଵ(௧ାଵ), ,௝(௧)ߪ ௝ାଵ(௧)ߪ ௡(௧)ቁߪ⋯ ∙ ߶ ቀߪ௝(௧); ,ݕ ఙ௝ଶߪ ቁ߶ ቀݕ; ,௝(௧)ߪ ఙ௝ଶߪ ቁቑ 

5b ߪ௝(௧ାଵ)の値を設定する。 ߪ௝(௧ାଵ) = ൝ݕ						 				確率	ܽ	で   ߪ௝(௧)			 		上記以外の場合 

ステップ６ ߩ(௧ାଵ)の値を式（２）により設定する。 

(௧ାଵ)ߩ = ቀ∑ ௝(௧ାଵ)௡௝ୀଵߣ ቁଶቀ∑ ௝(௧ାଵ)௡௝ୀଵߣ ቁଶ + ∑ ቀߪ௝(௧ାଵ)ቁଶ௡௝ୀଵ  

ステップ７ t	 ← t + 1	とおく。t	がMCMCの繰り返し回数に達していないならばステップ１に戻

る。 

 

 上記のアルゴリズムの実行例は発表時に報告する。 

 

結語 

 「項目反応理論に基づく分析」と「因子分析と信頼性係数の算出という項目因子理論に基づく

分析」を対比した場合、尺度を用いた実証研究における尺度の分析法としての両者の違いは、測

定の対象である能力値は、項目反応理論ではモデルに基づく推定値であるのに対して、信頼性係

数を求める尺度値では観測値である項目得点の和であるということがあげられる。構成概念の強

さを推定する場合は、その背景となる理論がどの程度確立しているかが問題となる。また、特性

が明確な多くの項目が用意され、その使用が回答者の反応に応じて適応的に行われる適応型テス

トにおいて項目反応理論はその理論的基盤を提供する。他方、調査紙を用いる研究では、使用さ

れる項目が比較的少数で固定されている、あるいは尺度の確認／作成が同時に行われることが多

く、この場合は因子分析と項目群全体の安定性を表す信頼性係数を用いる方法が適している。項

目和は観測値（項目値）の和であるので観測値として扱うことができ、発展途上の研究に適して

いると考えられる。 
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